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第３章 ５次元各点座標

第２章では、物理的な局所慣性座標の数学的表現として、４次元各点

座標 yÄijk を定義した。ここでは似たようなものが、５次元 (xï) 上でも

作れないかと考える。そして、５次元各点座標 (wï) を定義する。その過

程において、おもしろいことに yÄijk の構造が具体的に決定する。

yÄijk =
GÄijk Ä (éijAk +éikAj ÄGilAlGjk)

x３.１ 基底
ここを読むにあたっては、 x１.２を参照されたい。Bïñ を Bij の拡

張として、次のように定義する。

B0i = Bi0 = 0 ; B00 = 1

同様に、 Bïñ を Bij の拡張として、次のように定義する。

B0i = Bi0 = 0 ; B00 = 1

これらについて、

BïñBñó= é
ï
ó

が成り立つ。

さて、(xï)上の５次元各点座標 (wï)を考え、 (xï)上の hïñは (wï)

ではBïñ であるとしよう。すると、

hïñ =
@wó

@xï
@wã

@xñ
Bóã =

@w0

@xï
@w0

@xñ
+
@wi

@xï
@wj

@xñ
Bij

であるが、ここで

@w0

@xï
@w0

@xñ
= AïAñ ;

@wi

@xï
@wj

@xñ
Bij = gïñ

gïñ = exp(2x
0)Gïñ

であると仮定しよう。こうなるためには、

ÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄ
@w0

@xï
= Aï ;

@wi

@x0
= 0 ;

@wi

@xk
@wj

@xl
Bij = gkl (1)
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ÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄ

となっていればよい。(1)は、 @wï=@xñをもれなく重複なく与えている。

次に、この逆の

@xó

@wï
@xã

@wñ
hóã =

@xó

@wï
@xã

@wñ
AóAã +

@xi

@wï
@xj

@wñ
gij

を見て、
@xi

@w0
= 0

としてみる。ñAï を (wï) 上の Aï とすると、

ñAï =
@xã

@wï
Aã =

@xã

@wï
@w0

@xã
= é0ï

ここで(1)のひとつを用いている。一方で、

ñAï =
@x0

@wï
A0 +

@xk

@wï
Ak

である。これより、
@x0

@wï
= Ä @x

k

@wï
Ak +é

0
ï

を得る。まとめると、

ÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄ
@xï

@w0
= éï0 ;

@x0

@wi
= Ä@x

k

@wi
Ak ;

@xk

@wi
@xl

@wj
gkl = Bij (2)

ÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄ

これらは、 @xï=@wñ をもれなく重複なく与えている。

この(1)と(2)について、うまいことに、

@xï

@wã
@wã

@xñ
= éïñ ;

@wï

@xã
@xã

@wñ
= éïñ

を確認することができる。このように (wï) の基底が(1)と(2)のように、

自然な流れで決定した。

最後に、この結果を用いて、

hïñ =
@xï

@wó
@xñ

@wã
Bóã

より　hïñ の逆行列 hïñ を計算することができる。実は x２.５ のもの
は、これを用いて求めた。
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x３.２ wÄïñó
ここでは、平坦な５次元時空を局所化してみよう。

曲がりのない平坦な時空は、

Gij = Bij ; Ai = 0

で表される。この時空では、 hïñ は x1; :::; x4 方向には一定であるから、

@ihïñ = 0

また x0 方向では、

@0hï0 = @0Aï = 0

@0hij = @0 exp(2x
0)Bij = 2 exp(2x

0)Bij = 2gij

となっている。従って、曲がりのない平坦な時空の特徴を、微分の形で表

現すると、これらをまとめて、

@ãhïñ = 2é
0
ãgïñ

と書ける。

そこで、一般的な時空においてある５次元各点座標 (wï)を考え、ñhïñ

と ñgïñ を、 (wï) 上の hïñ と gïñ とするとき、 (wï) 上では

@ñhïñ
@wã

= 2é0ãñgïñ (1)

が成り立つとする。

まず、このような (wï) が存在すると仮定する。共変微分の定義に

よって、

wrïhñó=
@wã

@xï
@wå

@xñ
@wç

@xó
@ñhåç
@wã

であるが、右辺に式 (1) を適用すれば、

=
@wã

@xï
@wå

@xñ
@wç

@xó
2é0ãñgåç

=
@w0

@xï
2
@wå

@xñ
@wç

@xó
ñgåç

結局、

wrïhñó= 2
@w0

@xï
gñó

を得る。さらに、この (wï) の基底を x３.１ のように取れば、

@w0

@xï
= Aï
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であるから、
wrïhñó= 2Aïgñó (2)

となる。

さて、共変微分の定義より、

wrïhñó= @ïhñóÄ wÄãïñhãóÄ wÄãïóhãñ (3)

wrñhóï = @ñhóïÄ wÄãñóhãïÄ wÄãñïhãó (4)

wróhïñ = @óhïñÄ wÄãóïhãñÄ wÄãóñhãï (5)

この３式の左辺と右辺に対して、和 (3)+(4)Ä (5)をとれば、左辺の和は

wrïhñó+ wrñhóïÄ wróhïñ

これに式 (2) を使用して、

= 2Aïgñó+ 2AñgóïÄ 2Aógïñ (6)

右辺の和は、

@ïhñó+ @ñhóïÄ @óhïñÄ 2 wÄãïñhãó (7)

式 (6)=(7) の両辺に håó=2 をほどこせば、

håó(Aïgñó+ AñgóïÄAógïñ) = hÄåïñÄ wÄåïñ

これより

wÄåïñ =
hÄåïñÄ håó(Aïgñó+ AñgïóÄAógïñ) (8)

を得る。すなわち、このような (wï) が存在すると仮定すると、 (8) のよ

うな形になる。

そこで、今度は逆に式 (8) によって、各点座標 (wï) を定義してみよ

う。式 (8) を使って wrïhñóを計算してみると、共変微分の定義より、

wrïhñó= @ïhñóÄ wÄãïñhãóÄ wÄãïóhãñ

これに式 (8) を使うと、

Ä wÄãïñhãó= Ä hÄãïñhãó+ h
ãç(Aïgñç+ AñgïçÄAçgïñ)hãó

= Ä hÄãïñhãó+ (Aïgñó+ AñgïóÄAógïñ)

Ä wÄãïóhãñ = Ä hÄãïóhãñ+ (Aïgóñ+ AógïñÄAñgïó)
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これらより、

wrïhñó= hrïhñó+ 2Aïgñó= 2Aïgñó (9)

を得る。そこでこの両辺に、

@xï

@wã
@xñ

@wå
@xó

@wç
wrïhñó=

@xï

@wã
@xñ

@wå
@xó

@wç
2Aïgñó

を行えば、左辺は共変微分の定義により、右辺はテンソルの座標変換に

より、
@ñhåç
@wã

= 2 ñAãñgåç

ここで、 (wï) の基底を x３.１のようにとっておけば、

ñAã = é
0
ã

とできるから、
@ñhåç
@wã

= 2é0ãñgåç

すなわち、式 (8) のように (wï) をとれば、目標の５次元各点座標が得ら

れることになる。

x３.３ yÄijk の決定
第２章で、 yÄijk の５次元への拡張として

uÄïñóを、さらに、その一

般化として UÄïñóを定義した。

UÄïñó=
uÄïñó+ (K

ï
ñAó+K

ï
óAñ)

さて wÄïñóの作り方からいって、
wÄïñóが

UÄïñóの１種だろうという

ことが期待できる。そう仮定すると、wÄïñóと
yÄijk が次のようにうまく

決まるのである。

wÄïñó=
uÄïñó+

1

2
hïã(fñãAó+ fóãAñ) (1)

yÄijk =
GÄijk Ä (éijAk +éikAj ÄGilAlGjk) (2)

命題 3.4.3 に見るように、この yÄijk はゲージ変換によって、値が変化し

ない。

さて、これから(1),(2)の導出を行ってみよう。 x３.２ の結果より、

wÄïñó=
hÄïñóÄ hïã(Añgóã + AógñãÄAãgñó) (3)
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まず、この wÄïñ0 と
UÄïñ0 を比較すると、

wÄïñ0 =
hÄïñ0 Ä hïãgñã =

1

2
hïlfñl

UÄïñ0 = K
ï
ñ +K

ï
0Añ

この２つが等しいためには、

Kï
ñ =

1

2
hïlfñl

であればよい。これによって、

UÄïñó=
uÄïñó+

1

2
hïã(fñãAó+ fóãAñ) (4)

と書ける。

次に wÄijk と、この
UÄijk を比較してみよう。(3)より、

wÄijk =
hÄijk Ä hil(Ajgkl + Akgjl) + Aigjk

= GÄijk + g
ilAlgjk +

1

2
gil(fjlAk + fklAj)ÄéijAk ÄéikAj

もう一方は(4)より、

UÄijk =
uÄijk +

1

2
hil(fjlAk + fklAj)

この２つが一致するためには、

yÄijk =
GÄijk Ä (éijAk +éikAj ÄGilAlGjk) (5)

であればよいことがわかる。

最後に、(5)を用いて wÄ0jk と
UÄ0jk が、一致することを確かめる。(3)

より、
wÄ0jk =

hÄ0jk Ä h0l(Ajgkl + Akgjl) + A0gjk

=
1

2
(GrjAk+ GrkAj)Ä

1

2
Apg

pl(fjlAk+fklAj)Äh00gjk+2AjAk+gjk

もう一方は(4)より、

UÄ0jk =
1

2
(yrjAk + yrkAj) +

1

2
h0l(fjlAk + fklAj)

ここで命題 3.3.1 を用いると、

UÄ0jk =
1

2
(GrjAk+ GrkAj)+2AjAkÄ(GprApAr)Gjk+

1

2
h0l(fjlAk+fklAj)
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これによって、２つは一致することがわかる。

命題 3.3.1 もし、

yÄijk =
GÄijk Ä (éijAk +éikAj ÄGilAlGjk) (1)

が成り立つならば、

yrjAk = GrjAk + 2AjAk Ä (GprApAr)Gjk

となる。また、これより

1

2
(yrjAk+ yrkAj) =

1

2
(GrjAk+ GrkAj)+ 2AjAkÄ (GprApAr)Gjk

（証明） yrjAk を式 (1) を用いて計算すると、

yrjAk = @jAk ÄAl yÄljk

= @jAk ÄAl(GÄljk ÄéljAk ÄélkAj +GliAiGjk)

= GrjAk + 2AjAk Ä (GilAiAl)Gjk
（終）

x３.４ yÄijk と
wÄïñóに関する命題

ここからは x３.３ で得られた、

yÄijk =
GÄijk Ä (éijAk +éikAj ÄGilAlGjk)

wÄïñó=
uÄïñó+

1

2
hïã(fñãAó+ fóãAñ)

を自由に用いる。

命題 3.4.1

yrkGij = 2AkGij
（証明） 定義より、

yrkGij = @kGij Ä yÄlkiGlj Ä yÄlkjGli

であるが、等式 (1) より

yrkGij = GrkGij + (élkAi +éliAk ÄGlpApGki)Glj
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+(élkAj +é
l
jAk ÄGlpApGkj)Gli

ここで、 GrkGij = 0 であるから、

= (GkjAi +GijAk ÄAjGki) + (GkiAj +GjiAk ÄAiGkj)

= 2GijAk

（終）

命題 3.4.2

yrkGij = Ä2AkGij

（証明）

0 = GrlGij = @lGij + GÄilkG
jk + GÄjlkG

ik

に対して、

GÄijk =
yÄijk + (é

i
jAk +é

i
kAj ÄGilAlGjk)

を使用すれば、

GÄilkG
jk = yÄilkG

jk + (éilAk +é
i
kAl ÄGirArGlk)Gjk

= yÄilkG
jk +éilAkG

jk + AlG
ij ÄéjlGirAr

同様にして、

GÄjlkG
ik = yÄjlkG

ik +éjlAkG
ik + AlG

ij ÄéilGjrAr

これらより結果を得る。（終）

命題 3.4.3 ïを (xi) 上のスカラーとするとき、ゲージ変換 Gij ! ïGij

によって、 yÄijk の値は変化しない。

（証明） x２.３に述べたように、ゲージ変換 Gij ! ïGij によって、

Ai ! Ai + @ië ; ë= log
p
ï

となる。 GñÄijk を ïGij の Christoffel の記号とすれば、命題 1.7.3 に

よって、

GñÄijk =
GÄijk + (é

i
jCk +é

i
kCj ÄGilClGjk) ; Ci = @ië
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となる。新しい yñÄijk は、

yñÄijk =
GñÄijk Ä féij(Ak + @kë) +éik(Aj + @jë)ÄGil(Al + @lë)Gjkg

= GÄijk + (é
i
jCk +é

i
kCj ÄGilClGjk)

Äféij(Ak + @kë) +éik(Aj + @jë)ÄGil(Al + @lë)Gjkg

= yÄijk

（終）

命題 3.4.4 ある領域で yÄijk = 0 ならば、その領域で fij = 0 である。

Ai を電磁気のベクトルポテンシャルと考えるなら、 fij は電磁場を

表すテンソルになる。この命題は、 yÄijk = 0 のときは、電磁場が存在

しないということをいっている。

（証明）命題 3.4.1によれば、 yrkGij = 2AkGij であるが、yÄijk = 0

であるから、

@kGij = 2AkGij

これを微分すれば、

@l@kGij = 2(@lAk)Gij + 2Ak@lGij (1)

@k@lGij = 2(@kAl)Gij + 2Al@kGij (2)

0 = (1)Ä (2) = 2flkGij + 2Ak@lGij Ä 2Al@kGij

@kGij = 2AkGij を考慮すれば、 0 = 2flkGij 。これより flk = 0 を得

る。（終）

命題 3.4.5 至る所で yÄijk = 0ならば、あるゲージ変換を行って、
ñGij =

定数 ; ñAi = 0 とすることができる。さらに、ある座標変換 (xi) ! (ñxi)

を行えば、 ñGij = Bij とできる。

（証明） 命題 3.4.4より至る所で yÄijk = 0ならば、至る所で fij = 0

である。従って、あるスカラー ëがあって、Ai = @iëとすることができ

る。この ëにより ï= exp(Ä2ë) とし、ゲージ変換 Gij ! ñGij = ïGij

を行うと、

ñAi = Ai Ä @ië= 0
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命題 3.4.3 より、ゲージ変換を行っても yÄijk は変わらないから、それは

= 0 のままである、よって GñÄijk を
ñGij = ïGij の Christoffel の記号

とすれば、
GñÄijk Ä (éij ñAk +éik ñAj ÄGil ñAlGjk) = 0

この式で ñAi = 0 だから GñÄijk = 0 を得る。命題 1.7.4 を使えば、

@k ñGij = ñGil
GñÄljk + ñGjl

GñÄlik = 0

これより ñGij =定数を得る。

さらに、光錐面に対する条件から、ある正則な行列 Sij によって、

Ski S
l
j
ñGkl = Bij

とできる。ここで ñGij が定数であることから Sij も定数である。座標変

換を Skl ñx
l = xk とすれば、

@xk

@ñxi
= Ski

より、

Bij =
@xk

@ñxi
@xl

@ñxj
ñGkl

となる。（終）

命題 3.4.6

wrïAñ = urïAñ =
1

2
fïñ

が成り立つ。

（証明）
wrïAñ = @ïAñÄAã wÄãïñ

この右辺の第２項は、

ÄAã wÄãïñ = ÄAã uÄãïñÄAã
1

2
hãç(fïçAñ+ fñçAï)

であるが、この右辺の第２項で、

Aãh
ãçfïç= 0 ; Aãh

ãçfñç= 0

である。従って、
wrïAñ = urïAñ
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が得られる。一方、命題 2.6.1 より、

urïAñ =
1

2
fïñ

である。（終）

命題 3.4.7 至る所 yÄijk = 0 ならば、
wÄijk = 0 かつ

wÄïñ0 = 0 である。

残りの wÄ0jk は、予め、あるゲージ変換を行っておけば、
wÄ0jk = 0

とできる。

（証明） 命題 3.4.4 より、至る所 yÄijk = 0 ならば、 fjk = 0 であ

る。すでに得られた関係式

wÄïñó=
uÄïñó+

1

2
hïã(fñãAó+ fóãAñ)

より wÄïñó =
uÄïñó 。これより

wÄijk =
yÄijk = 0 。また、wÄïñ0 =

uÄïñ0 = 0 。

一方、
wÄ0jk =

uÄ0jk =
1

2
(yrjAk + yrkAj)

であるが、命題 3.4.5 より、至る所 yÄijk = 0 ならば、あるゲージ変換を

行って ñAi = 0 とできる。命題 3.4.3によれば、ゲージ変換によって yÄijk
は変化しない。従って、予め、このゲージ変換を行っておくことで、wÄ0jk
は 0 にできる。

（注意）ここでは、ゲージ変換によって wÄïñóの形が変化しないのだ

ろうか、という問題が見え隠れしているが、これは第８章でまとめて扱

うことにする。（終）

命題 3.4.8 至る所 wÄïñó= 0 ならば、
yÄijk = 0 である。

（証明） 等式

wÄïñó=
uÄïñó+

1

2
hïã(fñãAó+ fóãAñ)

より、
wÄïñ0 =

1

2
hïãfñã = 0

これより fjk = 0 が得られる。従って、再び前式より

wÄïñó=
uÄïñó= 0

（終）
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x３.５ ５次元から見た yÄijk
時空理論の出発点となった４次元各点座標 (yi) は、もしかして、５

次元各点座標 (wï) のどこかに、潜んでいるのではないだろうか。ここで

は (wï) の中に (yi) を探し出してみよう。ここで (wï) の基底は x３.１
のようにとっておくものとする。

まずは、命題 3.5.1 を見てもらいたい。命題 3.5.1 において、 (pï) と

して (wï) を与えれば、

zÄijk =
wÄijk Ä wÄij0Bk Ä wÄi0kBj +

wÄi00BjBk

が成り立つ。ここで Bï については Aï = Bï となる。なぜならば、

w0(f(x1; :::; x4); x1; :::; x4) = 0

が恒等的に成り立つから、これより、

@w0

@x0
@f

@xi
+
@w0

@xi
= 0 (1)

ここで x３.１ より、
@w0

@x0
= 1 ;

@w0

@xi
= Ai

であるから (1) は Ai = Ä@if 、すなわち Ai = Bi である。こうして、

zÄijk =
wÄijk Ä wÄij0Ak Ä wÄi0kAj +

wÄi00AjAk (2)

が得られた。ところで、

wÄïñó=
uÄïñó+

1

2
hïã(fñãAó+ fóãAñ)

であるから、命題 3.5.2 で U として w を与えれば、

uÄïñó=
wÄïñóÄ wÄïñ0AóÄ wÄï0óAñ+

wÄï00AñAó

これと(2)を比較して、

zÄijk =
uÄijk =

yÄijk

を得る。

命題 3.5.1 ５次元時空 (xï) 上の点 P に、５次元各点座標 (pï) が与え

られていて、(pï) の基底は x３.１のようにとってあるものとする。点 P

の近傍で、 p0(x0; :::; x4) = 0 を満たす (xï) は小さな４次元曲面となる。
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p0(x0; :::; x4) = 0 を x0 について解いて、 x0 = f(x1; :::; x4) とする。

関数 zã() を、

zã(x1; :::; x4) = pã(f(x1; :::; x4); x1; :::; x4) (1)

と定義する。定義より z0(x1; :::; x4) = 0 である。ここで (pï) に対する

条件として、関数 zi() は逆関数 xi(z1; :::; z4) を持つ、とする。

この前提の元で、次の関係式が成り立つ。

zÄijk =
pÄijk Ä pÄij0Bk Ä pÄi0kBj +

pÄi00BjBk

ここで

pÄïñó=
@xï

@pã
@2pã

@xñ@xó
; zÄijk =

@xi

@zl
@2zl

@xj@xk

また、 Bï は点 P から生えるベクトルで、

B0 = 1 ; Bi = Ä
@f

@xi

とする。

（証明）

まず、簡単な計算によって

@2zã

@xj@xk
=

@2pã

@xj@xk
+

@2pã

@x0@xj
@f

@xk
+

@2pã

@x0@xk
@f

@xj

+
@2pã

@x0@x0
@f

@xj
@f

@xk
+
@pã

@x0
@2f

@xj@xk
(2)

であることがわかる。一方、

@2pã

@xñ@xó
=
@pã

@xï
pÄïñó

である。これらによって式 (2) を書き換えると、点 P において、

@2zã

@xj@xk
=
@pã

@xï
( pÄïjkÄ pÄïj0BkÄ pÄï0kBj +

pÄï00BjBk)+
@pã

@x0
@2f

@xj@xk

となる。これへ @xñ=@pã をほどこすと、

@xñ

@pã
@2zã

@xj@xk
= ( pÄñjk Ä pÄñj0Bk Ä pÄñ

0kBj +
pÄñ00BjBk) +é

ñ
0

@2f

@xj@xk

となる。

z0 = 0 であったから、これより

@2z0

@xj@xk
= 0 (3)
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次に、
@xk

@zn
=
@xk

@pn
(4)

を示してみよう。これが以外にめんどうである。まず (1) より、

@zi

@xj
=
@pi

@x0
@f

@xj
+
@pi

@xj

ここで、 @pi=@x0 は x３.１のように基底をとってあるから、 0 である。

よって、
@zi

@xj
=
@pi

@xj
(5)

次に前提条件より、

ékj =
@zl

@xj
@xk

@zl
(6)

次に、

ékj =
@pã

@xj
@xk

@pã
=
@pl

@xj
@xk

@pl
(7)

ここで、 x３.１ よりの @xk=@p0 = 0 を用いた。(6) へ (5) を使用して、

ékj =
@pl

@xj
@xk

@zl

この両辺へ @xj=@pn をほどこして、

@xk

@pn
=
@xj

@pn
@pl

@xj
@xk

@zl
(8)

この右辺について、

@xj

@pn
@pl

@xj
=
@xã

@pn
@pl

@xã
Ä @x

0

@pn
@pl

@x0
= éln

ここで、 x３.１ よりの @pl=@x0 = 0 を用いた。 (8) より、

@xk

@pn
=
@xk

@zn

を得る。

(3) と (4) より、

@xi

@zl
@2zl

@xj@xk
= pÄijk Ä pÄij0Bk Ä pÄi0kBj +

pÄi00BjBk

が得られた。（終）
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命題 3.5.2 x２.７で定義したところの、
UÄïñó=

uÄïñó+ (K
ï
ñAó+K

ï
óAñ) (1)

について、等式

uÄïñó=
UÄïñóÄ UÄïñ0AóÄ UÄï0óAñ+

UÄï00AñAó

が成り立つ。

（証明） 式 (1) より

UÄïñó=
uÄïñó+ (K

ï
ñAó+K

ï
óAñ)

Ä UÄïñ0Aó= Ä(Kï
ñ +K

ï
0Añ)Aó

Ä UÄï0óAñ = Ä(Kï
0Aó+K

ï
ó)Añ

UÄï00AñAó= (K
ï
0 +K

ï
0 )AñAó

これらを足し合わせることで、結果を得る。（終）

命題 3.5.3 ５次元時空 (xï) 内の４次元曲面

x0 = f(x1; :::; x4)

を考える。この面上の点 P から生えるベクトル Bï を、

B0 = 1 ; Bi = Ä@if

と定義すると、点 P から生え、この４次元面に接する微小ベクトル

dxï = (@ifdx
i; dx1; dx2; dx3; dx4)

に対して、 Bïdxï = 0 である。なぜならば、

Bïdx
ï = dx0 +Bidx

i = @ifdx
i Ä @ifdxi = 0

（終）

──────────────────────
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