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第２章 時空の数学的表現

まずは、我々の時空は４次元であるというところから出発する。添字

について、これ以降は特にことわらない限り、英字 a; b; :::; hは 1; 2; 3を、

英字 i; j; :::; z は 1; 2; 3; 4 を、ギリシヤ文字 ã;å; :::; ! は 0; 1; 2; 3; 4 を表

すものとする。

x２.１ 物体の自由落下路は質量によらない
この命題が、どのような実験で、どの程度正確に確認されているのか、

僕は知らないが、たぶん、正確に成り立つのだろうということは、次の

ような経験や考察によってもわかる。

最近ではテレビなどで、地球軌道上のスペースシャトルや宇宙ステー

ションの中の映像を、見る機会も多い。そこでは、無重力状態の宇宙飛

行士が、目の前にいろんな物を置いて、浮かせたり回転させたりしてい

る。その光景からは、質量の違いによって、自由落下路が異なるように

は見えない。

今、自由落下状態にある物体 M と、その中の１部分 M1 を考える。

もし、自由落下路が物体の質量によって異なるとすると、物体の１部分

M1 が、元の物体M とは、別の路を行きたがるということになる。他の

１部分 M2 をとれば、また別の路を行きたがる。僕が口を出すのも変で

あるが、これは創造主にとっては、まことに都合の悪い、まことによろ

しからぬことである。だから、そんな風にはなっていないと思われる。

x２.２ 各点慣性座標と自由落下の方程式
今後、４次元時空を座標 (xi) を用いて考えるときは、４次元時空 (xi)

のようにいう。

数学的な４次元空間の中に、物理的時空を表現するためには、どのよ

うなものを導入したらよいのかと考えたとき、まず、最初の候補に上げら

れるのは、質点の自由落下路や、光の波面とかであろう。そのためにま

ず、各点慣性座標というものを定義する。

４次元時空 (xi) 上に、ある特別な４次元各点座標 (yi) を与え、これ

を各点慣性座標 (yi) と呼ぶ。この各点慣性座標は、物理的時空内を自由

落下する観測者（例えば、地球軌道上の宇宙ステーションの乗員のよう

な）が、その周囲に作る、 Euclid 的な（４次元的には Minkowski 的
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な）直交座標を表現したものである。すなわち、物理学でいう慣性系の

数学的表現である。

いま、４次元時空 (xi) 内の質点の自由落下路を xi(ú) とする。 xi(ú)

上の各点慣性座標 (yi) からこの路を見ると、 d2yi=dú2 = 0 となると考

えられる。この式を (xi) 上に落とすと、 x１.８の公式(7)を使えば、

d2yi

dú2
=
@yi

@xn

ê d2xn
dú2

+
@xn

@yl
@2yl

@xj@xk
dxj

dú

dxk

dú

ë
= 0

となる。この右辺の（ ）内は、 x１.４で定義した記号を用いて、 y[xn=ú]

と書けるから、この方程式は

y[xi=ú] = 0

と書けるだろう。これが質点の自由落下の方程式を表すと考える。 x１.

４で述べたように、この解 xi(ú) のパラメータ úは、この方程式に固有

のものであるので、これを、この自由落下路の正規パラメータと名付け

る。定数 c によって t = cúとすると、 t もこの路の正規パラメータと

なる。逆に、 t がこの路の正規パラメータであれば、定数 c によって、

t = cúと書けることは x１.４で述べた。この正規パラメータ úが、実は

物理量の固有時に対応すると考えられるのであるが、その詳しい議論は

x４.５で行う。

x２.３ 光錐面と光路の方程式
まず、行列 Bij を次のように定義する。

B11 = B22 = B33 = Ä1 ; B44 = 1 ; 他はBij = 0 (i; j = 1; 2; 3; 4)

４次元時空 (xi) の各点に、１点から放射する光の波面を表現する光

錐面というものを定義する。 (xi) の点 P に光源を置いたとき、 P から

出る光線の方向ベクトル vi は、次式を満たすものとする。

Gij(P )v
ivj = 0 ; Gij(P ) = Gji(P )

この Gij(P ) を点 P の光錐面と名付ける。ïを (xi) 上の任意のスカラー

とするとき、ïGij は Gij とまったく同じ光錐面を与える。すなわち、光

錐面にはスカラー分の自由度がある。曲がりのないまったく平坦な時空

では、座標 (xi) をうまくとれば、光錐面は ïBij になると考えられる。

Gij が座標変換 (xi)! (ñxi) によってどう変わるかといえば、

vi =
@xi

@ñxj
ñvj
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であるから、

Gij
@xi

@ñxk
@xj

@ñxl
ñvkñvl = 0

となり、よって

ñGkl =
@xi

@ñxk
@xj

@ñxl
Gij

と考えればよいことがわかる。すなわち、Gij は (0; 2)次テンソルである。

Gij(P ) について、 P のある各点慣性座標 (yi) をとれば、

Gij(P ) =
@yk

@xi
@yl

@xj
Bkl

となるべきだろう。これを可能にするために、 Gij に次の条件を要請す

る。すなわち、ある正則な行列 Sji が存在して、

Ski S
l
jGkl = Bij

となる。これから

det(Gij) < 0

となることがわかる。

質点の自由落下の方程式はすでに与えたが、物理学でいう慣性系では、

質点の自由落下と同様に光路も直線であるから、光路は Gij(P )vivj = 0

を満たす方向へ始まる y[x=ú] = 0 によって表されると考えられる。光錐

面の定義より、このとき、光路 xi(ú) はずっと Gij(P )vivj = 0 を満たし

ていなくてはならない。これを、＜光路の公理１＞と呼ぶことにしよう。

さて、＜光路の公理１＞が常に成り立つためには、どのようになって

いればよいのだろうか。この路に沿って Gijvivj はずっと 0 でなくては

ならないから、 vi = dxi=dúとして、

0 =
d

dú
(Gijv

ivj) = yrk(Gijvivj)vk

= (yrkGij)vivjvk + 2Gij(
yrkvi)vkvj

となるが、ここで

(yrkvi)vk = y[xi=ú] = 0

であるから、

(yrkGij)vivjvk = 0 (1)

を得る。

結局、式 (1) は点 P から始まるすべての光路について成り立つ必要

があるから、Gijvivj = 0 をみたす vi のすべてに対して、式 (1) が成り
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立つ必要がある。命題 2.3.1 より Xi を変数とする多項式 GijXiXj は

既約であるから、このことより、多項式 (yrkGij)XiXjXk は、多項式

GijXiXj で割り切れなくてはならない。(これは代数学の定理である、こ

の章の末尾：参考文献「代数学講義」)

従って 2Ai が存在して、

yrkGijX iXjXk = (2AiX
i)(GjkX

jXk)

とならねばならない。書き換えると、

(yrkGij Ä 2AkGij)X
iXjXk = 0 (2)

さて、ここに現れた Ai は、どのような性質を持つだろうか。Gij は

光錐面としては自由度があって、ïGij でもよかった。そこで、この議論

を ñGij = ïGij で行ってみよう。

yrk ñGij = (@kï)Gij +ï
yrkGij

であるから、多項式としては、

yrk ñGijXiXjXk = (@kï)GijX
iXjXk +ï yrkGijX iXjXk

これに、式 (2) を考慮すれば、

= f(@kï)Gij + 2ïAkGijgXiXjXk

= 2
ê 1

2ï
@kï+ Ak

ë
ñGijX

iXjXk

となる。これを見ると、 ñGij に対応する ñAkは、

ñAk = Ak + @k log
p
ï

であることがわかる。また、式 (2) の形より、Ai は共変ベクトルと考え

るべきである。このように、Ai は電磁気のベクトルポテンシャルによく

似た性質を持っているので、電磁気のベクトルポテンシャルではないか

と、予想することができる。この Ai を時空ベクトルと呼ぶ。

ここまでで、＜光路の公理１＞が成立するためには、あるベクトル場

Ai があって、式 (2) を満たしている必要があった。では、式 (2) を満た

す Gij と Ai が予め与えられたとき、任意の点 P から Gijvivj = 0 方

向へ始まる y[xi=ú] = 0 なる xi(ú) に対して、＜光路の公理１＞が成立

するだろうか。これは成立することが、次のようにしてわかる。この路

xi(ú) 上の関数 f(ú) を、

f(ú) = Gijv
ivj ; vi =

dxi

dú
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によって定義しよう。すると、

df

dú
= ( yrkf)vk = ( yrkGij)vivjvk + 2Gijv

i( yrkvj)vk

この式の第２項は 0 で、また第１項について式 (2) を使えば、

df

dú
= (2Akv

k)f (3)

が成り立つ。この f(ú) について命題 2.3.2 を適用すると、始点 P で

f(P ) = 0 だから、結局 f(ú) はずっと 0 であることがわかる。

これと関連する次のような問題をついでに考えよう。質点の自由落下

路 xi(ú) において、最初は Gijvivj > 0 であったものが、いつの間にか

Gijvivj < 0となってしまうようなことは、起こらないのだろうか。もし、

そのようなことが起こるなら、 xi(ú) 上のどこかの点 P において、必ず

Gijvivj = 0となるはずである。一方で、同じように f(ú) を定義すれば、

式 (3) が成り立ち、命題 2.3.2 によって、この路の全体で Gijvivj = 0 で

あることになる。これは前提に矛盾し、そのようなことは起こらないこ

とがわかる。

エーテル

このようにして、４次元時空上に光錐面や光路を定義した訳だが、こ

れは別の見方をすれば、４次元時空そのものが、光の伝達媒体であると

いうことである。しいて言うならば、エーテルということか。かって、光

の伝達媒体エーテルの存在が議論されたことがあった。そのときのエー

テルは空気や水のように物質的なものとされたため、エーテルと地球と

の相対速度が問題となって、議論を巻き起こした。しかし、今度のエー

テルは４次元的存在であるから、そのような問題は生じない。数学的に

いえば、４次元多様体という点の集合であり、ひとつひとつの点に個性を

与え、２つの点を同一視しない、そういう存在である。

命題 2.3.1 Gij を光錐面とするとき、Xi を変数とする多項式 GijXiXj

は既約である。

（証明） 光錐面の定義よりある正則な行列 Sji があって、

Bij = S
k
i S

l
jGkl

となる。もし GijXiXj が既約でないとすれば、 ai; bi があって

GijX
iXj = aiX

ibjX
j
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と書けるが、これに命題 2.3.3 を適用することで、

Gij =
1

2
(aibj + ajbi)

を得る。これより

Bij =
1

2
Ski S

l
j(akbl + albk) =

1

2
(ñaiñbj + ñajñbi)

ここで

ñai = S
p
i ap ;

ñbi = S
p
i bp

とおいた。この式より

Ä1 = B11 = ña1ñb1

これより ñb1 = Ä1=ña1 を得て、同様にして ñb2 = Ä1=ña2 を得る。また、

0 = B12 =
1

2
(ña1ñb2 + ña2ñb1) = Ä

1

2

êña1
ña2

+
ña2
ña1

ë

この両辺に ña1ña2 を乗じて、

0 = ña1ña1 + ña2ña2

これより ña1 = ña2 = 0 でなければならないが、そうすると B11 = 0 と

なって矛盾する。（終）

命題 2.3.2 実数値関数 f(t) が、

df

dt
= k(t)f(t) (1)

の関係を満たしているとする。このとき、ある t0 で f(t0) = 0 であるな

らば、任意の t で f(t) = 0 である。

（証明） 微分方程式(1) において、初期値 f(t0) = 0 を持つ解は一

意的に存在する。一方で、恒等的に f(t) = 0 なる f(t) は、この解であ

る。（終）

命題 2.3.3 一般に N 変数の多項式 HijXiXj が恒等的に 0 ならば、任

意の i; j について、

Hij +Hji = 0 (1)

でなければならない。逆に (1) が成り立っていれば、この多項式は恒等

的に 0 である。ここで i; j = 1; 2; :::; N とする。
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（証明） 変数 Xi の値として X1 = 1 、他を 0 とすることによって、

H11 = 0 を得る。同様にして

H22 = H33 = ::: = HNN = 0

を得る。また、 Xi として X1 = X2 = 1 、他を 0 とすることによって、

0 = HijX
iXj = H11 +H12 +H21 +H22

これより H12 +H21 = 0 を得る。他についても同様。

この逆については (1) より、

HijX
iXj = ÄHjiXiXj

一方で i と j の交換によって、

HijX
iXj = HjiX

jXi

この２つの式より、

ÄHjiXiXj = HjiX
iXj

これより HijXiXj = 0 を得る。（終）

x２.４ 時空ポテンシャルとゲージ変換
４次元時空 (xi) 上に、光錐面 Gij と各点慣性座標 (yi) が与えられて

いるとする。ある質点の自由落下路 y[xi=ú] = 0 について、 ds を Gij を

４次元計量とみなしたときの距離、すなわち、 ds2 = Gijdxidxj とする。

この路について、 úと s の関係は命題 1.4.1 によって、

d2ú

ds2
+

1

2
(yrkGij)V iV jV k

dú

ds
= 0 (1)

となる、ここで V i = dxi=ds 。一方、 x２.３の結果によって、

(yrkGij)V iV jV k = 2(AkV
k)(GijV

iV j)

であり、また GijV iV j = 1 であるから、式 (1) は次のようになる。

d2ú

ds2
+ (AkV

k)
dú

ds
= 0 (2)

この路上のどこかに始点 Q を定め、 ÄAi を点 Q から P まで線積分し、

C をある定数として

ê(P ) = Ä
Z P

Q

Aidx
i + C
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とする。そして úを

dú= exp(ê)ds (3)

と定義すると、

d2ú

ds2
= exp(ê)

dê

ds
= Ä exp(ê)Ai

dxi

ds

となって、この úは関係 (2) を満たしている。 x４.５で詳細に議論する

が、この úは、この路に沿った物理量としての固有時に同期していると

考えられる。

ここで、固有時というものを簡単に定義しておこう。まず、予め定め

られた規格に従った時計をひとつ定め、それを基準時計と呼ぶことにす

る。基準時計は常に同じ材質と構造の時計である。４次元の路 xi(t) に

沿った固有時とは、この路に基準時計を置いたとき、その時計が刻む時

間であるとする。 ê(P ) の定数 C を úが基準時計の時間に一致するよう

に定める。

この定義では具体的な物としての基準時計を用いた。しかし、物理量

としての固有時は具体的な時計をそこに置かなくても、常に路に沿って

存在するものと考えるべきである。

この êは時空ベクトル ÄAi を路に沿って線積分したものであるから、
一種のポテンシャルと考えて、時空ポテンシャルと呼ぶことにする。

５次元化

式 (3) を２乗してみると、

dú2 = exp(2ê)Gijdx
idxj

となるが、これを見ると、 exp(2ê)Gij がいかにも計量のように見える。

ただ、 êは各自由落下路に依存して決まるもので、 (xi) 上の関数ではな

い。そこで、時空ポテンシャル êを５番めの座標 x0 とし、時空を５次

元空間 (xï) にしてみる。ここで ï= 0; 1; 2; 3; 4 である。そして、５次元

計量 gïñ を、

gij = exp(2x0)Gij(x
1; :::; x4) ; gï0 = g0ï = 0

と定義してみる。

さて、

dê= dx0 = ÄAidxi
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であったから、

dx0 + Aidx
i = 0

である。ここで、 Ai も５次元化して A0 = 1 と定めるならば、この式は

Aïdx
ï = 0

と書ける。この式の５次元的な意味は、dxïは５次元化された自由落下の

方向であるから、それが Aïと５次元的に垂直であるということになる。

A0 = 1 とすることは、数学的には理論がきれいになって気持ちがよ

い。一方、これを物理学的に見ると、そんな勝手なことをしてよいのかと

いう不安が生じる。しかし、ここは数学的な整合性を重んじて、A0 = 1

として先へ進むことにする。こうしておいて矛盾が生じなければ、それ

でよいと考えることもできる。

これからは Ai や Gij を５次元的に見ることになるが、

Aï(x
1; :::; x4) ; Gij(x

1; :::; x4)

であって、どちらも x0 を含まないことに注意しよう。 Gij については

G00 = Gi0 = G0i = 0

と考え、５次元的に Gïñ として扱うこともある。

さて、あらためて質点の自由落下路の５次元的な定義を行ってみよう。

５次元の曲線 xï(t)が質点の自由落下路であるとは、その４次元部分 xi(t)

があるパラメータ úによって y[xi=ú] = 0 となり、かつ

Aïv
ï = 0 ; vï =

dxï

dú

を満たすことである。このとき、

dr = exp(x0(t))ds ; ds2 = Gijdx
idxj

とする r はこの路の正規パラメータである。すなわち y[xi=r] = 0 とな

る。なぜなら、命題 1.4.2 を適用すると、式

d2r

ds2
+

1

2
(yrkGij)V iV jV k

dr

ds
; V ï =

dxï

ds

において、すでに見たように、

(yrkGij)V iV jV k = 2AkGijV
iV jV k = 2AkV

k
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である。また、

dr

ds
= exp(x0) ;

d2r

ds2
= exp(x0)V 0

であるから、これより上式は

= exp(x0)V 0 + exp(x0)AkV
k = exp(x0)AïV

ï = 0

となり、命題 1.4.2 の結果により d2r=dú2 = 0 、これより結論を得る。

ゲージ変換

光錐面変換Gij ! ïGij に伴う変換をゲージ変換と呼ぶ。これによって、

Ai ! Ai + @ië ; ë= log
p
ï

と変換されることはすでに述べた。ゲージ変換によって時空ポテンシャル

がどう変わるかを考えよう。新ゲージでの時空ポテンシャルを ñêとすれ

ば、定義によって、

dñê= Ä(Ai + @ië)dxi

である。これを路に沿って線積分して ñê(P ) を決める訳であるが、そこに

は始点 Q の位置と積分定数 C の与え方の問題が残る。そこで、路の固

有時はゲージ変換によっては、変化しないと考えてみよう。すると、

dú2 = exp(2ê)Gijdx
idxj = exp(2ñê)ïGijdx

idxj = exp(2ñê+2ë)Gijdx
idxj

これより、

ê(P ) = ñê(P ) +ë(P )

でなければならない。これを座標で書けば、

ñx0 = x0 Äë(x1; :::; x4) ; ñxi = xi (4)

となる。

さて、変換式 (4) で Aï を変換してみると、

ñA0 =
@x0

@ñx0
A0 +

@xj

@ñx0
Aj = 1 +éj0Aj = 1

ñAi =
@x0

@ñxi
A0 +

@xj

@ñxi
Aj = @ië+é

j
iAj = Ai + @ië

このように、 (ñxï) でも ñA0 = 1 がうまく保たれている。
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一般に、 (xï) 上の (0; 2) 次対称テンソル cïñ を変換式 (4) で変換す

ると、

ñcij = cij + @iëc0j + @jëc0i + @ië@jëc00

ñc0j = c0j + @jëc00 ; ñc00 = c00 (5)

となる。これを gïñ に適用してみると、

ñgij = gij ; ñgï0 = ñg0ï = 0

となる。

ñgij = gij = exp(2x0)Gij = exp(2ñx0 + 2ë)Gij = exp(2ñx0)ïGij

において、最後の項の ïGij はちょうど ñx0 = 0 面上の gij になっている。

すなわち、 Gij は x0 = 0 上の gij である、とする考えがよいことがわ

かる。

x２.５ ５次元計量

x２.４で５次元計量として gïñ を定義したが、命題 2.5.4 に示したよ

うに、これは逆行列を持たないなど不完全にみえる。そこで、この gïñ

を完全にした５次元計量 hïñ を定義しよう。

まず、この hïñ は Aïdxï = 0 なるすべての方向 dxï に対しては、

hïñdx
ïdxñ = gïñdx

ïdxñ

を満たすとすべきだろう。従って、多項式

(hïñÄ gïñ)XïXñ

は、多項式 AñXñ で割り切れなくてはならない。従って、 aï があって

恒等式、

(hïñÄ gïñ)XïXñ = (aïX
ï)(AñX

ñ)

が成り立つ。これに命題 2.3.3 を適用することで、

hïñ = gïñ+
1

2
(aïAñ+ añAï) (1)

と書けることがわかる。

さて、 (1) の hïñ をゲージ変換してみよう。ゲージ変換は x２.４の

式 (4) で行う。x２.４の式 (5) でも触れたが、この変換式によって hij は

次のように変換される。

ñhij = hij + @iëh0j + @jëh0i + @ië@jëh00
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ñh0j = h0j + @jëh00 ; ñh00 = h00

これを見ると、 h0j=h00 は Aj と同じ変換になっているので、

h0j = h00Aj

としてみる。一方で、式 (1)より h00 = a0 がわかる。これより h0j = a0Aj

。また、式 (1) より

h0j =
1

2
(a0Aj + aj)

がわかる。これと上の h0j = a0Aj により、aj = a0Aj を得る。また、

a0 = a0A0 と書けるから、従って、

aï = a0Aï

を得る。これによって、

hïñ = gïñ+ãAïAñ (2)

と書けることになる。ここで、 a0 を ãと書いた。

さて、あらためて (2) の hïñ が、ゲージ変換によってどう変わるか

を見よう。そのため、前述の ñhij の式の右辺に、この hïñ を代入してみ

ると、

ñhij = gij +ã(Ai + @ië)(Aj + @jë)

ñh0j = ã(Aj + @jë) ; ñh00 = h00

となる。 gij については gij = ñgij であったから、これらから (2) の hïñ

はゲージ変換によって、その形が変わらないことがわかる。

この計量 hïñは、Kaluza が提案した５次元計量によく似ている。違

うのは、こちらは gïñ に exp(2x0) が含まれている点である。

さて、計量 hïñ の中の ãの値が未定になっていた。いま、

dxï = (dx0; 0; 0; 0; 0)

の大きさをこの計量で測ると、

dl2 = hïñdx
ïdxñ = h00dx

0dx0 = ãdx0dx0

そもそも、座標 x0 は時空ポテンシャル値に等しいとした。また、この dl

は時空ポテンシャル値になるように決めるのが、望ましいだろう。従って、

dx0dx0 = dl2
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となるべきである。これから、 ã= 1 でなければならない。結局、

hïñ = exp(2x0)Gïñ+ AïAñ (3)

となる。これ以降 hïñ をこの式 (3) によって定義する。

命題 2.5.1 hïñ; Aïを、 hïóhóñ = éïñ ; A
ï = hïñAñ なるテンソルとす

ると、

hij = gij ; hi0 = h0i = ÄgijAj
h00 = gijAiAj + 1 ; gij = exp(Ä2x0)Gij

A0 = 1 ; Ai = 0 ; jAj2 = AïAï = 1

となる。

（証明） hïóhóñ = éïñ となることを確認する。

hiãhãj = h
ilhlj + h

i0h0j = g
il(glj + AlAj) + (ÄAlgli)Aj = éij

h0ãhãj = h
0lhlj + h

00h0j

= ÄAkgkl(glj + AlAj) + (glmAlAm + 1)Aj = 0 = é0j

hiãhã0 = h
ilhl0 + h

i0h00 = g
ilAl ÄAlgli = 0 = éi0

h0ãhã0 = h
0lhl0 + h

00h00

= ÄAkgklAl + (glmAlAm + 1) = 1 = é00

Aï ; jAj については、

Aï = hïñAñ = hïiAi + h
ï0A0

より、

A0 = h0iAi + h
00 = ÄAlgliAi + gijAiAj + 1 = 1

Ak = hkiAi + h
k0 = 0

jAj2 = AïAï = A0A0 = 1

（終）

命題 2.5.2 hïñ の Christoffel の記号を hÄïñóで表す。

fïñ = @ïAñÄ @ñAï ; Sïñ = @ïAñ+ @ñAï
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とするとき、
hÄïñ0 =

1

2
hïl(2glñÄ flñ) (1)

hÄijk =
gÄijk + (gilAl)gjk +

1

2
gil(Ajfkl + Akfjl) (2)

hÄ0jk = ÄgÄljkAl Ä
1

2
glpAp(Ajfkl + Akfjl)Ä h00gjk +

1

2
Sjk (3)

ここで、
gÄijk =

1

2
gil(@jgkl + @kgjl Ä @lgjk)

としている。すぐわかるように、

gÄijk =
GÄijk

である。また、 f0ñ = fñ0 = S0ñ = Sñ0 = 0 に注意。

（証明）
hÄïñó=

1

2
hïã(@ñgóã+ @ógñãÄ @ãgñó)

+
1

2
hïãf@ñ(AóAã) + @ó(AñAã)Ä @ã(AñAó)g

この右辺第２項は、

=
1

2
hïãf(@ñAó)Aã + (@óAñ)AãÄ (@ãAñ)Aóg

+
1

2
hïãfAó(@ñAã) + Añ(@óAã)ÄAñ(@ãAó)g

これより、次の等式が成り立つ。

hÄïñó=
1

2
hïã(@ñgóã+ @ógñãÄ @ãgñó)

+
1

2
hïã(Añfóã + Aófñã + AãSñó)

これを使って、

(1) は、

hÄïñ0 =
1

2
hïã(@ñg0ã+ @0gñãÄ @ãgñ0)

+
1

2
hïl(Añf0l + A0fñl + AlSñ0)

+
1

2
hï0(0 + 0 + 0)

これより結果を得る。ここで、 @0gñã = 2gñã を使った。
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(2) は、
hÄijk =

1

2
hil(@jgkl + @kgjl Ä @lgjk)

+
1

2
hi0(@jgk0 + @kgj0 Ä @0gjk)

+
1

2
hil(Ajfkl + Akfjl + AlSjk)

+
1

2
hi0(0 + 0 + Sjk)

= gÄijk +
1

2
gilAl@0gjk +

1

2
gil(Ajfkl + Akfjl + AlSjk)

Ä1

2
gilAlSjk

これより結果を得る。

(3) は、
hÄ0jk =

1

2
h0l(@jgkl + @kgjl Ä @lgjk)

+
1

2
h00(@jgk0 + @kgj0 Ä @0gjk)

+
1

2
h0l(Ajfkl + Akfjl + AlSjk)

+
1

2
h00(0 + 0 + A0Sjk)

= Ä1

2
Apg

pl(@jgkl + @kgjl Ä @lgjk)Ä h00gjk

Ä1

2
Apg

pl(Ajfkl + Akfjl + AlSjk) +
1

2
(gprApAr + 1)Sjk

これより結果を得る。（終）

命題 2.5.3 役に立ちそうな等式として、

hïãgãñ = éïñ Äéï0Añ

hÄïijAï =
1

2
Sij Ä gij ; hÄïñ0Aï = 0

（証明）

hïãgãñ = hïã(hãñÄAãAñ) = éïñÄAïAñ
hÄïijAï =

hÄpijAp +
hÄ0ijA0

= gÄpijAp + (gplAlAp)gij +
1

2
Apg

pl(Aifjl + Ajfil)
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Ä gÄlijAl Ä
1

2
glpAp(Aifjl + Ajfil)Ä h00gij +

1

2
Sij

hÄïñ0Aï =
1

2
Aïh

ïl(2glñÄ flñ) =
1

2
Al(2glñÄ flñ) = 0

（終）

命題 2.5.4 gij を５次元的にした gïñの逆行列は存在しない。なぜなら、

もし gïóが存在して、 gïógóñ = éïñとできたとする。ここで、ï= ñ= 0

の場合をみると、é00 = 0となって矛盾する。従って、gïñの Christoffel

の記号は考えられない。そこで、 gij の Christoffel の記号 gÄijk につ

いて計算してみると、

gÄijk =
1

2
gil(@jgkl + @kgjl Ä @lgjk)

=
1

2
exp(Ä2x0)Gilf@j(exp(2x0)Gkl)+@k(exp(2x0)Gjl)Ä@l(exp(2x0)Gjk)g

=
1

2
Gil(@jGkl + @kGjl Ä @lGjk)

このように、 gij の Christoffel の記号 gÄijk と、Gij の Christoffel

の記号 GÄijk は、一致する。（終）

命題 2.5.5 ５次元時空のベクトル aï に対して、ベクトル bï と cï を、

bï = gïka
k ; cï = (Aña

ñ)Aï

と定義するとき、

1) bï と Aï は垂直で、 (aïÄ bï) は Aï 方向。

2) (aïÄ cï) と Aï は垂直。

3) aï = bï+ cï

4) aïaï = bïbï+ cïcï

ここで、垂直というのは hïñに関して垂直のことをいう。また、 bï =

hïñbñ ; cï = hïñcñ と定義している。

（証明）

1) は、

bïA
ï = g0ka

kA0 = 0

ai Ä bi = ai Ä hijgjkak = ai Ä ai = 0
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2)は、

(aïÄ cï)Aï = aïAïÄ hïó(Añañ)AóAï
= aïAïÄ (AïAï)(Aña

ñ) = 0

3)は、

aï = hïña
ñ = (gïñ+ AïAñ)a

ñ = gïña
ñ+ AïAña

ñ (1)

= bï+ cï

4) は式 (1) より、

aïa
ï = gija

iaj + (Aña
ñ)2

bïb
ï = hïñbïbñ = hïñ(gïia

i)(gñja
j)

= hklgkiglja
iaj = gija

iaj

cïc
ï = hïñcïcñ = hïñ(Aãa

ã)Aï(Aóa
ó)Añ

= (Aãa
ã)2hïñAïAñ = (Aãa

ã)2

（終）

命題 2.5.6 行列 Dïñ; Eïñ を次のように定義する。

D00 = 1 ; D0i = Ai ; Di0 = 0 ; Dij = é
i
j

E00 = 1 ; E0i = 0 ; Ei0 = 0 ; Eij = gij

このとき、５次元計量 hïñ は、

hïñ = DãïDåñEãå (1)

のように書ける。また、 hïñ の行列式の値について、

det(hïñ) = det(gij) (2)

が成り立つ。

（証明）

Pïå = DãïEãå

とおくと、

Pij = D0iE0j +DliElj = gij

P0j = D00E0j +Dl0Elj = 0
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Pi0 = D0iE00 +DliEl0 = Ai

P00 = D00E00 +Dl0El0 = 1

となる。さらに、

Qïñ = PïåDåñ

とおくと、

Qij = Pi0D0j + PilDlj = AiAj + gij

Q0j = P00D0j + P0lDlj = Aj

Qi0 = Pi0D00 + PilDl0 = Ai

Q00 = P00D00 + P0lDl0 = 1

これより、

Qïñ = hïñ

であるから、結果 (1) を得る。また det(Dïñ) = 1 であることがわかる。

行列式の性質より

det(hïñ) = det(Dãï) det(Dåñ) det(Eãå)

これより結果 (2) を得る。（終）

x２.６ yÄijk の５次元化
xi(ú) を質点の自由落下路とする。この路に沿った時空ポテンシャル

を x0(ú) とすれば、この路を５次元的に xï(ú) と書ける。ここでは方程

式 y[xi=ú] = 0 を５次元化することを考える。

Aãv
ã = v0 + Aiv

i = 0 ; vï =
dxï

dú

であったから、これをさらに úで微分して、

dv0

dú
+
dAi
dú
vi + Ai

dvi

dú
= 0 (1)

y[xi=ú] = 0 より
dvi

dú
= Ä yÄijkv

jvk

であるから、これを（１）へ入れると、

dv0

dú
+ (@jAi)v

ivj Ä yÄlijAlv
ivj = 0
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これを書き換えると、

dv0

dú
+ ( yrjAi)vivj = 0 (2)

となる。そこで、 yÄijk を５次元に拡張した
uÄïñóを次のように定義する。

uÄijk =
yÄijk ;

uÄ0jk =
1

2
(yrjAk + yrkAj) ; uÄïñ0 = uÄï0ñ = 0

（uÄïñóは x0 を含まない）

これを使えば、 y[xi=ú] = 0 は、

dvi

dú
+ uÄijkv

jvk = 0

となり、（２）は、
dv0

dú
+ uÄ0jkv

jvk = 0

となる、この２つを合わせた、

u[xï=ú] =
dvï

dú
+ uÄïñóv

ñvó= 0

が、５次元の質点の自由落下の方程式となる。

命題 2.6.1 fïñ を、

fij = @iAj Ä @jAi ; f0ñ = fñ0 = 0

と定義するとき、
urïAñ =

1

2
fïñ

が成り立つ。

（証明） Hïñ = urïAñ とおく。

Hij = @iAj Ä uÄóijAó= @iAj Ä yÄkijAk Ä uÄ0ijA0

= yriAj Ä
1

2
(yrjAi + yriAj) =

1

2
(yriAj Ä yrjAi) =

1

2
fij

H0j = @0Aj Ä uÄó0jAó= 0

Hi0 = @iA0 Ä uÄói0Aó= 0

H00 = @0A0 Ä uÄó00Aó= 0



20

（終）

命題 2.6.2 任意の５次元の路 xï(t) について、

h0ï
u[xï=t] =

d

dt
(Aïv

ï) ; vï =
dxï

dt

が成り立つ。

（証明）

h0ï
u[xï=t] = h00

u[x0=t] + h0i
u[xi=t]

= u[x0=t] + Ai
u[xi=t]

u[x0=t] =
dv0

dt
+ yrjAkvjvk

Ai
u[xi=t] = Ai

dvi

dt
+ Ai

yÄijkv
jvk

=
d

dt
(Aiv

i)Ä (@kAj)v
jvk + Ai

yÄijkv
jvk

これらより結果を得る。（終）

命題 2.6.3 任意の５次元の路 xï(t) について、

hiï
u[xï=t] = gip

y[xp=t] + Ai
d

dt
(Aïv

ï) ; vï =
dxï

dt

が成り立つ。

（証明）

hiï
u[xï=t] = hi0

u[x0=t] + hip
u[xp=t] (1)

であるが、この右辺第１項は

= Ai
u[x0=t] = Ai

dv0

dt
+ Ai

uÄ0jkv
jvk

= Ai
dv0

dt
+ Ai(

yrjAk)vjvk

= Ai
dv0

dt
+ Ai(@jAk Ä yÄpjkAp)v

jvk

ここで、

(@kAj)v
jvk =

d

dt
(Akv

k)ÄAk
dvk

dt
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を考慮すれば、

= Ai
d

dt
(Aïv

ï)ÄAiAp y[xp=t]

一方、式(1)の右辺第２項は

= gip
y[xp=t] + AiAp

y[xp=t]

これらより結果を得る。（終）

x２.７ uÄïñóの一般化
質点の自由落下路、すなわち Aãvã = 0 (vã = dxã=dú) 方向へ始ま

る u[xï=ú] = 0 なる xï(ú) が、必ずまた U [xï=ú] = 0 を満たすとき、接

続係数 UÄïñóの形を求めてみよう。

この２つの方程式を差し引けば、

(UÄïñóÄ uÄïñó)v
ñvó= 0

これを点 P で考えると、この式は点 P から生えるすべての Aãvã = 0

なる vã について成り立つから、多項式

(UÄïñóÄ uÄïñó)X
ñXó

は、多項式 AóXóで割り切れるはずである。従って、ある Kï
ñ があって、

(UÄïñóÄ uÄïñó)X
ñXó= 2Kï

ñX
ñAóX

ó

これに命題 2.3.3 を適用することで、

UÄïñó=
uÄïñó+ (Kï

ñAó+K
ï
óAñ)

と書けることがわかる。

では、任意のKï
ñを与えたとき、Aãv

ã = 0方向へ始まる U [xï=ú] = 0

は、必ず質点の自由落下路になるのだろうか、そのためには、この解 xï(ú)

が y[xi=ú] = 0 を満たし、かつ、ずっと Aãvã = 0 である必要がある。と

ころが命題 2.7.1 によって、この解 xï(ú) はずっと Aãvã = 0 であるこ

とがわかる。また、

U [xi=ú] =
dxi

dú
+ uÄiñóv

ñvó+ 2(Ki
ñAó)v

ñvó

= y[xi=ú] + 2(Ki
ñAó)v

ñvó= 0

で Aãvã = 0 だから y[xi=ú] = 0 も成り立つ。
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これによって、５次元での質点の自由落下の方程式は、

U [xï=ú] = 0

と書いてもよいことがわかった。

命題 2.7.1 UÄïñóを任意の Kï
ñ によって、

UÄïñó=
uÄïñó+ (Kï

ñAó+K
ï
óAñ)

と定義すると、 Aãvã = 0 方向へ始まる U [xï=ú] = 0 の解 xï(ú) は、

ずっと Aãvã = 0 を保つ。(vï = dxï=dú)

（証明） U [xï=ú] = 0 の解 xï(ú) について、

d

dú
(Añv

ñ) = Urï(Añvñ)vï = (UrïAñ)vïvñ+ Añ(Urïvñ)vï

= (UrïAñ)vïvñ = (@ïAñÄ UÄãïñAã)v
ïvñ

= (@ïAñÄ uÄãïñAã Ä 2Kã
ïAñAã)v

ïvñ

= (urïAñÄ 2Kã
ïAñAã)v

ïvñ

命題 2.6.1 より、 (urïAñ)vïvñ = 0 であるから、結局、

d

dú
(Aïv

ï) = Ä2Kã
ïAãv

ï(Añv
ñ)

この式で、f = Aïvïと定義して命題 2.3.2を適用すると、ずっとAïvï =

0 であることがわかる。（終）
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