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x６.１０ 一般的な命題

命題 6.10.1 N 次元空間 (xi) に計量 gij が与えられている。f
ij を (xi)

上の (2; 0) 次交代テンソルとするとき、等式

@i(
p
g grpf ip) = 0

が成り立つ。ここで grp は計量 gij の Christoffel の記号による共変

微分とする。

（証明） ci = grpf ip とおく。

@i(
p
gci) = (@i

p
g)ci +

p
g@ic

i

である。右辺の各々の項を計算すると、

(@i
p
g)ci = @i

p
g(@pf

ip + gÄpprf
ir)

命題 1.7.6 によれば、
gÄppr = @r log

p
g

であるから、上式は

(@i
p
g)ci = (@i

p
g)@pf

ip + (@i
p
g)(@r log

p
g)f ir

この式の第２項は、

= (@i
p
g)
1p
g
(@r
p
g)f ir = 0

よって、

(@i
p
g)ci = (@i

p
g)@pf

ip (1)

一方で、

ci = @pf
ip + gÄpprf

ir

より、

@ic
i = @i@pf

ip + @i(
gÄpprf

ir)

この右辺の第１項は 0 であるから、

@ic
i = @i(@r log

p
gf ir)
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= (@i@r log
p
g)f ir + (@r log

p
g)@if

ir

この式の第１項は 0 であるから、

p
g@ic

i =
p
g(@r log

p
g)@if

ir = (@r
p
g)@if

ir

= Ä(@i
p
g)@pf

ip (2)

(1) と (2) より結果を得る。（終）

命題 6.10.2 N 次元空間 (xi) に計量 gij が与えられている。gij 関係の

変分について、

égij = Ägikgjlégkl (1)

ég = ggijégij (2)

が成り立つ。

（証明） まず、(1) は gikgkl = éil より、

(égik)gkl + g
ikégkl = 0

この両辺に gjl をほどこすと、

(égik)gklg
jl + gikgjlégkl = 0

これより、結果を得る。

次に、(2) は命題 1.7.6 の最初の部分と同様の方法で、得ることがで

きる。（終）

命題 6.10.3 この命題はかって数学者の Hilbert が導いたものだと思う

が、確認のためもあって、ここに計算の詳細を記述する。

N 次元空間 (xi) に計量 gij が与えられている。
gR を gij によるス

カラー曲率とするとき、gR
p
g に変分 égij をほどこすと、

é( gR
p
g) = Äpg( gRij Ä 1

2
gRgij)égij

+@if
p
g(gprégÄipr Ä gipégÄrrp)g

となる。この式の第２項はある式 P i によって @iP
i と書けるが、この形

の式をここでは除去項と呼んで、第１項と区別する。
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ここで、計量 gij による曲率を次のように定義している。

gRijkl = @j
gÄikl Ä @k gÄilj +

gÄijp
gÄpkl Ä gÄikp

gÄplj

gRij =
gRppij ;

gRij = gipgjr gRpr ;
gR = gpr gRpr

ここで、 g = det(gij) としている。 gRij = gRji が成り立つ。

（証明）

gR
p
g =

p
ggij(@k

gÄkij Ä @i gÄkkj) +
p
ggij( gÄkkl

gÄlij Ä gÄkil
gÄlkj)

ここで、ñgij =
p
ggij とおくと、この右辺第１項は、

= @k(ñg
ij gÄkij)Ä @i(ñgij gÄkkj)Ä @kñgij gÄkij + @iñgij gÄkkj

となる。この式の第１項、第２項は除去項になるから、最後にまとめて処

理することにして、一時的に除外する。そうすると、変分の対象として、

L1 =
p
ggij( gÄkkl

gÄlij Ä gÄkil
gÄlkj)Ä @kñgij gÄkij + @iñgij gÄkkj

を考えればよい。

L1 を次の各項を独立変数とする関数とみて、この各項で偏微分すると、

gÄijk ; g
ij ; g ; @kg

ij ; @i
p
g

まず gÄijk の偏微分は、

@L1
@ gÄstu

= ñgijéksé
k
té
l
u
gÄlij + ñg

ij gÄkklé
l
sé
i
té
j
u Ä ñgijékséitélu gÄlkj

Äñgij gÄkilélséktéju Ä @kñgijékséitéju + @iñgijékséktéju
= ñgijéts

gÄuij + ñg
tu gÄkks Ä ñgtj gÄusj Ä ñgiu gÄtis

Ä@s
p
ggtu Äpg@sgtu + @i

p
ggiuéts +

p
g@ig

iuéts

= Äpg(@sgtu + gtj gÄusj + giu gÄtis) +
p
géts(@ig

iu + gij gÄuij)

+
p
ggtu gÄkks + @i

p
ggiuéts Ä @s

p
ggtu

= Äpg(@sgtu+ gÄuspg
pt+ gÄtspg

pu)+
p
géts(@ig

iu+ gÄuijg
ij + gÄiipg

pu)

Äpg gÄiipgpuéts +
p
ggtu gÄkks +

p
g gÄppig

iuéts Ä
p
g gÄppsg

tu

ここで、最後の２つの項に命題 1.7.6 の

@i
p
g =

p
g gÄppi
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を使った。

この第１項の ( ) 内は grsgtu = 0 、第２項の ( ) 内は grigiu = 0
、また、第３項から第６項までも互いに打ち消しあって 0 となる。すな

わち、
@L1
@ gÄstu

= 0

さて、次のために L1 の ñgij を元に戻して、

L1 =
p
ggij( gÄkkl

gÄlij Ä gÄkil
gÄlkj)Ä @k

p
ggij gÄkij Ä

p
g@kg

ij gÄkij

+@i
p
ggij gÄkkj +

p
g@ig

ij gÄkkj

としておく。

その他の偏微分は、

@L1
@gpr

=
p
g( gÄkkl

gÄlpr Ä gÄkpl
gÄlkr)Ä @k

p
g gÄkpr + @p

p
g gÄkkr

@L1
@g

=
1

2
p
g
gij( gÄkkl

gÄlij Ä gÄkil
gÄlkj)Ä

1

2
p
g
(@kg

ij gÄkij Ä @igij gÄkkj)

@L1
@(@igpr)

= Äpg gÄipr +
p
gépi

gÄkkr

@L1
@(@s

p
g)
= Ägij gÄsij + gsj gÄkkj

となる。

これらの偏微分を使用して、éL1 を

éL1 =
@L1
@ gÄstu

égÄstu+
@L1
@gpr

égpr+
@L1
@g

ég+
@L1

@(@igpr)
é(@ig

pr)+
@L1

@(@s
p
g)
é(@s

p
g)

から計算する。この右辺第１項はすでに見たように 0 であるから、第２

項から始める。ここで、命題 6.10.2 を用いる。

@L1
@gpr

égpr = Äpg( gÄkkl gÄlpr Ä gÄkpl
gÄlkr)g

psgrtégst (1)

+(@k
p
g gÄkpr Ä @p

p
g gÄkkr)g

psgrtégst (2)

次は、まず等式

@L1
@(@igpr)

é(@ig
pr) =

@

@xi

n @L1
@(@igpr)

égpr
o
Ä

n @

@xi
@L1

@(@igpr)

o
égpr

の右辺の第１項は、除去項であるから、最後に処理するとして除外すると、

= (Ä@i
p
g gÄipr Ä

p
g@i

gÄipr + @i
p
gépi

gÄkkr +
p
gépi @i

gÄkkr)g
psgrtégst
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= (Ä@i
p
g gÄipr Ä

p
g@i

gÄipr + @p
p
g gÄkkr +

p
g@p

gÄkkr)g
psgrtégst (3)

ここで、 (1)+ (2)+ (3) を考えると、 (2)と、(3)の第１項と、(3)の第３

項の和は 0 になる。残りの和は、

(1)+(2)+(3) = Äpg(@i gÄiprÄ@p gÄkkr+ gÄkkl
gÄlprÄ gÄkpl

gÄlkr)g
psgrtégst

この ( ) 内は、計量 gij の曲率
gRpr であるから、

= Äpg gRprgpsgrtégst = Ä
p
g gRstégst

となる。

次に、等式

@L1
@(@p

p
g)
@p(é

p
g) =

@

@xp

n @L1
@(@p

p
g)
é
p
g
o
Ä @

@xp

n @L1
@(@p

p
g)

o
é
p
g

この右辺の第１項は、除去項であるから、最後に処理するとして除外す

ると、

= Ä(Ä@pgij gÄpijÄgij@p gÄpij+@pgpj gÄkkj+gpj@p gÄkkj)
1

2
p
g
ggstégst (4)

次に、
@L1
@g

ég =
1

2

p
ggij( gÄkkl

gÄlij Ä gÄkil
gÄlkj)g

stégst

Ä1
2

p
g(@kg

ij gÄkij Ä @igij gÄkkj)gstégst (5)

上の (4) と (5) の和は、

(4) + (5) =
1

2

p
ggstégstg

ij(@p
gÄpij Ä @i gÄkkj + gÄkkl

gÄlij Ä gÄkil
gÄlkj)

=
1

2

p
ggstégstg

ij gRij =
1

2

p
ggstégst

gR

これらより結果の第１項を得る。

さて、次に残った４つの除去項を集めると、

éf@k(
p
ggij gÄkij)g = @ifé(

p
ggpr gÄipr)g

= @i(é
p
ggpr gÄipr +

p
gégpr gÄipr +

p
ggprégÄipr)

éfÄ@i(
p
ggij gÄkkj)g = Ä@ifé(

p
ggij gÄkkj)g

= Ä@i(é
p
ggij gÄkkj +

p
gégij gÄkkj +

p
ggijégÄkkj)
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@i

n @L1
@(@igpr)

égpr
o
= @if(Ä

p
g gÄipr +

p
gépi

gÄkkr)ég
prg

@i

n @L1
@(@i

p
g)
é
p
g
o
= @if(Ägpr gÄipr + gip gÄrrp)é

p
gg

これらの４つを足しあわせると、多くが互いに打ち消し合って、

@if
p
g(gprégÄipr Ä gipégÄrrp)g

となる。（終）

命題 6.10.4 ４次元計量

Gij = ïBji

について、そのスカラー曲率 GR の値は、

GR = Ä6ïÄ1(Bij@i@jò+Bij@iò@jò) ; ò= log
p
ï

または、
GR = Ä6

p
ï
Ä3

Bij@i@j
p
ï

である。

（証明） 定義より、

GRij = @h
GÄhji Ä @j GÄhhi + GÄhhp

GÄpji Ä GÄhjp
GÄphi

とするとき、 Gij のスカラー曲率は

GR = Gij GRij

である。これを計算すると、まず命題 1.7.3 より

GÄhji = é
h
j Ci +é

h
i Cj ÄBhlClBij ; Ci = @iò

である。これを用いれば、

@h
GÄhji = @jCi + @iCj ÄBhl@hClBij

@j
GÄhhi = 4@jCi

であることがわかる。さらに

GÄhhp = 4Cp



7

GÄhhp
GÄpji = 8CiCj Ä 4BklCkClBij

Ä GÄhjp
GÄphi = Ä6CiCj + 2BklCkClBij

である。これらより、

GRij = Ä2@iCj + 2CiCj Ä 2BklCkClBij ÄBkl@kClBij

を得るが、さらに
GR = ïÄ1Bij GRij

を計算して結果を得る。また、第２の結果は等式

p
ï
Ä1

@i@j
p
ï= @i@jò+ @iò@jò

を用いて得られる。（終）

x６.１１ Kaluza 計量に関する計算
Kaluza 計量（５次元） kïñ を

kïñ = Gïñ+ AïAñ

によって定義する。また、 fij ; f
ij を

fij = @iAj Ä @jAi

f ij = GipGjrfpr

と定義する。

命題 6.11.1 kïñ を kïãkãñ = éïñ なるテンソルとすると、

k00 = GijAiAj + 1 ; k
0i = ki0 = ÄGilAl ; kij = Gij

である。

（証明）

kïñ = hïñ(0; x1; :::; x4)

と書ける。これに命題 2.5.1 を使用すれば得られる。（終）

命題 6.11.2 Kaluza 計量 kïñ について、その Chirstoffel の記号
kÄïñóの値は、

kÄïñ0 =
1

2
kïlfñl (1)
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kÄ0jk =
1

2
( GrjAk + GrkAj)Ä

1

2
ApG

pl(fjlAk + fklAj) (2)

kÄijk =
GÄijk +

1

2
Gil(fjlAk + fklAj) (3)

（証明） 命題 2.5.2 の証明を参考にすれば、次の等式が成り立つ。

kÄïñó=
1

2
kïã(@ñGóã+ @óGñã Ä @ãGñó)

+
1

2
kïã(Añfóã + Aófñã + AãSñó)

ここで、

Sñó= @ñAó+ @óAñ

とする。これを使って、

(1) は、
kÄïñ0 =

1

2
kïã(@ñG0ã+ @0Gñã Ä @ãGñ0)

+
1

2
kïl(Añf0l + A0fñl + AlSñ0)

+
1

2
kï0(0 + 0 + 0)

これより結果を得る。

(2) は、
kÄ0jk =

1

2
k0l(@jGkl + @kGjl Ä @lGjk)

+
1

2
k00(@jGk0 + @kGj0 Ä @0Gjk)

+
1

2
k0l(Ajfkl + Akfjl + AlSjk)

+
1

2
k00(0 + 0 + A0Sjk)

この右辺第１項が、 ÄAp GÄpjk であることに注意すれば、

kÄ0jk = ÄAp GÄpjk Ä
1

2
ApG

pl(Ajfkl + Akfjl + AlSjk)

+
1

2
(GprApAr + 1)Sjk

これより結果を得る。

(3) は、
kÄijk =

1

2
kil(@jGkl + @kGjl Ä @lGjk)

+
1

2
ki0(@jGk0 + @kGj0 Ä @0Gjk)
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+
1

2
kil(Ajfkl + Akfjl + AlSjk)

+
1

2
ki0(0 + 0 + Sjk)

この右辺第１項が、 GÄijk であることに注意すれば、

kÄijk =
GÄijk +

1

2
Gil(Ajfkl + Akfjl + AlSjk)Ä

1

2
GilAlSjk

これより結果を得る。（終）

命題 6.11.3 Kaluza 計量 kïñ について、その曲率テンソル
kRïñ の

値は、
kR00 =

1

4
fprfpr (1)

kR0i =
1

2
Gpr Grpfir +

1

4
fprfprAi (2)

kRij =
GRij +

1

2
Gpr(Ai

Grpfjr + Aj Grpfir)

+
1

4
fprfprAiAj Ä

1

2
Gprfipfjr (3)

kR = GR Ä 1
4
fprfpr (4)

曲率テンソル kRïñ の定義は、命題 6.10.3 のそれに従う。

（証明） 以降の計算においては、わずらわしいので、 Kaluza 計

量の曲率テンソルや Christoffel の記号の左肩の k は省略する。例え

ば、 kR は単に R と書く。しかし、Kaluza 計量以外の曲率テンソルや

Christoffel の記号については、省略は行わない。

Rij の計算

Rij = @ãÄ
ã
ij Ä @iÄããj +ÄããóÄóij ÄÄãióÄóãj (a)

の各々の項について計算を行っていく。

これより、 (a:1) の表現によって、式 a の第１項を指すものとする。

(a:2:3) は式 (a:2) の第３項を指す。

(a:1)

@ãÄ
ã
ij = @lÄ

l
ij

= @l
GÄlij +

1

2
@lG

lk(fikAj + fjkAi) +
1

2
Glk@l(fikAj + fjkAi)
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この第１項は ＜まとめ４＞ へ、この第２項は＜まとめ ３＞ へ、

(a:1:3)
1

2
Glk@l(fikAj + fjkAi)

=
1

2
Glk@lfikAj +

1

2
Glkfik@lAj +

1

2
Glk@lfjkAi +

1

2
Glkfjk@lAi

この４つの項はすべて ＜まとめ ２＞ へ。これによって、 (a:1) の項は

すべて＜まとめ＞へ持って行かれ、ここに残る項はない。

(a:2)

Ä@iÄããj = Ä@iÄkkj Ä @iÄ00j

= Ä@i GÄkkj Ä
1

2
@ifGkl(fklAj + fjlAk)g Ä @iÄ00j

(a:2:2)

Ä1
2
@ifGkl(fklAj + fjlAk)g

（この第１項は 0 ）

= Ä1
2
@i(G

klfjlAk) =
1

2
@i(k

0lfjl) = @iÄ
0
0j

これによって、

(a:2) = Ä@i GÄkkj
となる。この項は＜まとめ４＞へ、これによって、 (a:2) の項はすべて

＜まとめ＞へ持って行かれ、ここに残る項はない。

(a:3)

ÄããóÄ
ó
ij = Ä

k
kóÄ

ó
ij +Ä

0
0óÄ

ó
ij

(a:3:1)

ÄkkóÄ
ó
ij = Ä

k
klÄ

l
ij +Ä

k
k0Ä

0
ij

(この第２項は 0 )

= f GÄkkl +
1

2
Gkp(fkpAl + flpAk)gf GÄlij +

1

2
Glr(firAj + fjrAi)g

= GÄkkl
GÄlij +

1

2
GÄkklG

lr(firAj + fjrAi) +
1

2
GkpflpAk

GÄlij

+
1

2
GkpflpAk

1

2
Glr(firAj + fjrAi)

この第１項は ＜まとめ４＞ へ、この第２項は＜まとめ ３＞ へ、

(a:3:2)

Ä00óÄ
ó
ij = Ä

0
0kÄ

k
ij +Ä

0
00Ä

0
ij
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(この第２項は 0 )

=
1

2
k0lfklf GÄkij +

1

2
Gkp(fipAj + fjpAi)g

= Ä1
2
GlrArfkl

GÄkij Ä
1

4
GlrArfklG

kp(fipAj + fjpAi)

ここで、

(a:3:1:3) + (a:3:2:1) =
1

2
GkpflpAk

GÄlij Ä
1

2
GlrArfkl

GÄkij = 0

(a:3:1:4) + (a:3:2:2) =
1

2
GkpflpAk

1

2
Glr(firAj + fjrAi)

Ä1
4
GlrArfklG

kp(fipAj + fjpAi) = 0

となり消える。

これによって、 (a:3) の項は消えるか、＜まとめ＞ へ持って行かれ、

ここに残る項はない。

(a:4)

ÄÄãióÄóãj = ÄÄkióÄókj ÄÄ0ióÄó0j
= ÄÄkilÄlkj ÄÄki0Ä0kj ÄÄ0ilÄl0j ÄÄ0i0Ä00j

(a:4:1)

ÄÄkilÄlkj

= Äf GÄkil +
1

2
Gkp(fipAl + flpAi)gf GÄlkj +

1

2
Glr(fkrAj + fjrAk)g

= Ä GÄkil
GÄlkj Ä

1

2
GÄkilG

lr(fkrAj + fjrAk)g

Ä1
2
GÄlkjG

kp(fipAl + flpAi)

Ä1
4
Gkp(fipAl + flpAi)G

lr(fkrAj + fjrAk)

この第１項は ＜まとめ ４＞ へ、この第２項は ＜まとめ ２＞ へ、この

第３項は＜まとめ２＞ へ、この第４項は ＜まとめ １＞へ、

(a:4:2)

ÄÄki0Ä0kj

= Ä1
2
kklfil

1

2
( GrkAj + GrjAk) +

1

4
kklfilApG

pr(fjrAk + fkrAj)

この第１項は ＜まとめ４＞ へ、この第２項は＜まとめ １＞ へ、

(a:4:3)

ÄÄ0ilÄl0j = ÄÄlj0Ä0li
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= Ä1
4
klkfjk(

GrlAi + GriAl) +
1

4
klkfjkApG

pr(firAl + flrAi)

この第１項は ＜まとめ４＞ へ、この第２項は＜まとめ １＞ へ、

(a:4:4)

ÄÄ0i0Ä00j

= Ä1
2
k0lfil

1

2
k0pfjp = Ä

1

4
AkG

klfilArG
rpfjp

この項は＜まとめ１＞ へ、

これによって、 (a:4) の項は消えるか、＜まとめ＞ へ持って行かれ、

ここに残る項はない。

次に行う ＜まとめ＞ によって上記の (a) に属する項目を比較し、打

ち消し合うものを消し、残るものを指摘する。

＜まとめ １＞

(a:4:1:4)

Ä1
4
Gkp(fipAl + flpAi)G

lr(fkrAj + fjrAk)

= Ä1
4
GkpGlrfipAlfkrAj Ä

1

4
GkpGlrfipAlfjrAk

Ä1
4
GkpGlrflpAifkrAj Ä

1

4
GkpGlrflpAifjrAk

(a:4:2:2)
1

4
kklfilApG

pr(fjrAk + fkrAj)

=
1

4
GklGprfilApfjrAk +

1

4
GklGprfilApfkrAj

(a:4:2:2:2) =
1

4
GkpGlrfipAlfkrAj

(a:4:3:2)
1

4
klkfjkApG

pr(firAl + flrAi)

=
1

4
GlkGprfjkApfirAl +

1

4
GlkGprfjkApflrAi

=
1

4
GlrGkpfjrAkfipAl +

1

4
GlrGkpfjrAkflpAi

(a:4:4)

Ä1
4
AkG

klfilArG
rpfjp

= Ä1
4
GklGprfilAkfjrAp
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ここにおいて、次の項目は互いに打ち消し合う。

(a:4:1:4:1) + (a:4:2:2:2) = 0 ; (a:4:1:4:2) + (a:4:3:2:1) = 0

(a:4:1:4:4) + (a:4:3:2:2) = 0 ; (a:4:2:2:1) + (a:4:4) = 0

これによって、＜まとめ １＞ において、残る項目は (a:4:1:4:3) のみで

ある。この項は ＜結果＞へ。

(a:4:1:4:3) = Ä1
4
GkpGlrflpAifkrAj =

1

4
AiAjf

prfpr

＜まとめ２＞

(a:4:1:2)

Ä1
2
GÄkilG

lr(fkrAj + fjrAk)g

= Ä1
2
GÄkilG

lrfkrAj Ä
1

2
GÄkilG

lrfjrAk

(a:4:1:3)

Ä1
2
GÄlkjG

kp(fipAl + flpAi)

= Ä1
2
GÄlkjG

kpfipAl Ä
1

2
GÄlkjG

kpflpAi

(a:1:3:1) + (a:4:1:2:1)

1

2
Glk@lfikAj Ä

1

2
GÄkilG

lrfkrAj

=
1

2
GlkAj

Grlfik Ä
1

2
GlkAj

GÄplkfpi

この第１項は ＜結果＞へ、この第２項 (m2:1) は ＜まとめ３＞ へ、

(a:1:3:3) + (a:4:1:3:2)

1

2
Glk@lfjkAi Ä

1

2
GÄlkjG

kpflpAi

=
1

2
GlkAi

Grlfjk Ä
1

2
GlkAi

GÄplkfpj

この第１項は ＜結果＞へ、この第２項 (m2:2) は ＜まとめ３＞ へ

(a:1:3:2) + (a:4:1:3:1)

1

2
Glkfik@lAj Ä

1

2
GÄlkjG

kpfipAl

=
1

2
Glkfik

GrlAj
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この項 (m2:3) は＜まとめ４＞ へ、

(a:1:3:4) + (a:4:1:2:2)

1

2
Glkfjk@lAi Ä

1

2
GÄkilG

lrfjrAk

=
1

2
Glkfjk

GrlAi
この項 (m2:4) は＜まとめ４＞ へ、

これによって、＜まとめ ２＞へ残る項はない。

＜まとめ３＞

(a:1:2) + (m2:1) + (m2:2) + (a:3:1:2)

1

2
@lG

lk(fikAj + fjkAi)Ä
1

2
GlkAj

GÄplkfpi

Ä1
2
GlkAi

GÄplkfpj +
1

2
GÄkklG

lr(firAj + fjrAi)

=
1

2
(fikAj + fjkAi)(@lG

lk + GÄkprG
pr + GÄpprG

rk)

=
1

2
(fikAj + fjkAi)

GrlGlk = 0

＜まとめ３＞ の結果は 0 となり、先へ持ち越す項はない。

＜まとめ４＞

(a:1:1) + (a:2:1) + (a:3:1:1) + (a:4:1:1)

@l
GÄlij Ä @i GÄkkj + GÄkkl

GÄlij Ä GÄkil
GÄlkj =

GRij

この項は＜結果＞へ、

(a:4:2:1) + (a:4:3:1) + (m2:3) + (m2:4)

Ä1
4
kklfil(

GrkAj + GrjAk)Ä
1

4
klkfjk(

GrlAi + GriAl)

+
1

2
Glkfik

GrlAj +
1

2
Glkfjk

GrlAi

=
1

4
Glkfik(

GrlAj Ä GrjAl) +
1

4
Glkfjk(

GrlAi Ä GriAl)

=
1

4
Glkfikflj +

1

4
Glkfjkfli
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=
1

4
Glkfikflj +

1

4
Glkfikflj

= Ä1
2
Gklfikfjl

この項は＜結果＞へ、

＜結果＞

Rij =
GRij +

1

2
Gpr(Ai

Grpfjr + Aj Grpfir)

+
1

4
AiAj(f

prfpr)Ä
1

2
Gprfipfjr

R0j の計算

R0j = @ãÄ
ã
0j Ä @0Äããj +ÄããóÄó0j ÄÄã0óÄóãj (b)

の各々の項について計算を行っていく。

これより、 (b:1) の表現によって、式 b の第１項を指すものとする。

(b:2:3) は式 (b:2) の第３項を指す。

(b:1)

@ãÄ
ã
0j = @lÄ

l
0j =

1

2
@lk

lkfjk +
1

2
klk@lfjk

この第１項、第２項は ＜まとめ＞ へ。

(b:2)

Ä@0Äããj = 0

(b:3)

ÄããóÄ
ó
0j = Ä

k
kóÄ

ó
0j +Ä

0
0óÄ

ó
0j

= ÄkklÄ
l
0j +Ä

k
k0Ä

0
0j +Ä

0
0lÄ

l
0j +Ä

0
00Ä

0
0j

(b:3:1)

ÄkklÄ
l
0j = f GÄkkl +

1

2
Gkp(fkpAl + flpAk)g

1

2
klrfjr

ここで、 Gkpfkp = 0 に注意。

=
1

2
GÄkklk

lrfjr +
1

4
GkpflpAkk

lrfjr

=
1

2
GÄkklG

lrfjr +
1

4
f rkAkfjr
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この第１項は ＜まとめ＞へ、第２項は (b:3:3) と打ち消し合う。

(b:3:2)

Äkk0Ä
0
0j =

1

2
GklfklÄ

0
0j = 0

(b:3:3)

Ä00lÄ
l
0j =

1

2
k0pflp

1

2
klrfjr = Ä

1

4
GpkAkflpG

lrfjr

= Ä1
4
Akf

rkfjr

この項は (b:3:1:2) と打ち消し合う。

(b:3:4)

Ä000Ä
0
0j = 0

(b:4)

ÄÄã0óÄóãj = ÄÄk0óÄókj ÄÄ00óÄó0j
= ÄÄk0lÄlkj ÄÄk00Ä0kj ÄÄ00lÄl0j ÄÄ000Ä00j

ここで、(b:4:2) = (b:4:4) = 0 である。

(b:4:1)

ÄÄk0lÄlkj = Ä
1

2
Gkpflpf GÄlkj +

1

2
Glr(fkrAj + fjrAk)g

= Ä1
2
GÄlkjG

kpflp Ä
1

4
GkpflpG

lrfkrAj Ä
1

4
GkpflpG

lrfjrAk

= Ä1
2
GÄlkjG

kpflp Ä
1

4
f rkfkrAj Ä

1

4
frkfjrAk

この第１項は＜まとめ＞へ、第２項は＜結果＞へ、第３項は (b:4:3) と

打ち消し合う。

(b:4:3)

ÄÄ00lÄl0j = Ä
1

2
k0pflp

1

2
Glrfjr =

1

4
AkG

kpflpG
lrfjr

=
1

4
Akf

rkfjr

この項は (b:4:1:3) と打ち消し合う。

＜まとめ＞

(b:1:1) + (b:3:1:1)

=
1

2
@lG

lkfjk +
1

2
GÄkklG

lrfjr



17

=
1

2
@lG

lkfjk +
1

2
GÄllpG

pkfjk

=
1

2
fjk(@lG

lk + GÄllpG
pk + GÄklpG

lp)Ä 1
2
fjk

GÄklpG
lp

この第１項は GrlGlk = 0 である。第２項は (m:1) とする。

(b:1:2) + (b:4:1:1) + (m:1)

=
1

2
Glk@lfjk Ä

1

2
GÄlkjG

kpflp Ä
1

2
fjk

GÄklpG
lp

=
1

2
Glk@lfjk Ä

1

2
Glk GÄrljfrk Ä

1

2
Glk GÄrlkfjr

=
1

2
Glk(@lfjk Ä GÄrljfrk Ä GÄrlkfjr)

=
1

2
Glk Grlfjk

この項は＜結果＞へ。

＜結果＞

R0j =
1

2
Glk Grlfjk +

1

4
Aj(f

prfpr)

R00 の計算

R00 = @ãÄ
ã
00 Ä @0Äãã0 +ÄããóÄó00 ÄÄã0óÄóã0 (c)

この第１項、第２項、第３項は 0 であるから、第４項のみを計算する。

(c:4)

ÄÄã0óÄóã0 = ÄÄk0óÄók0 ÄÄ00óÄó00
この右辺第２項は 0 である。

= ÄÄk0lÄlk0 ÄÄk00Ä0k0

この第２項は 0 である。

= Ä1
2
Gkpflp

1

2
Glrfkr =

1

4
fprfpr

＜結果＞

R00 =
1

4
fprfpr
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R の計算

R = kïñRïñ = k
ijRij + 2k

0jR0j + k
00R00 (d)

(d:1)

GijRij = G
ij GRij +G

ijGprAi
Grpfjr +

1

4
GijAiAj(f

prfpr)

Ä1
2
GijGprfipfjr

この第２項は、

GijGprAi
Grpfjr = Ai Grpf ip

である。

(d:2)

2k0jR0j = ÄGjiAiGlk Grlfjk Ä
1

2
GijAiAj(f

prfpr)

= ÄAi Grlf il Ä
1

2
GijAiAj(f

prfpr)

(d:3)

k00R00 = k
00 1

4
(fprfpr) =

1

4
(fprfpr) +

1

4
GijAiAj(f

prfpr)

ここまでで、 (d:1:2) と (d:2:1) は打ち消し合う。

＜まとめと結果＞

R = (d:1) + (d:2) + (d:3) = GR+
1

4
GijAiAj(f

prfpr)

Ä1
2
(fprfpr)Ä

1

2
GijAiAj(f

prfpr) +
1

4
(fprfpr) +

1

4
GijAiAj(f

prfpr)

これより、

R = GRÄ 1
4
(fprfpr)

を得る。（終）

命題 6.11.4 Kaluza 計量 kïñ について、その曲率テンソル
kRïñ の

値は、

kR00 = apar GRpr +
1

4
fprfpr Ä

1

2
aiajGprfipfjr ÄAp Grrfpr (1)
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kR0i = kRi0 = ÄGipar GRrp +
1

2
arfrpf

ip +
1

2
Grpf ip (2)

kRij = GRij +
1

2
Gjrf ipfpr (3)

である。ここで ai = GipAp とした。

曲率テンソル kRïñ の定義は、命題 6.10.3 のそれに従う。

（証明） 以降の計算においては、わずらわしいので、 Kaluza 計量

の曲率テンソルや Christoffel の記号の左肩の k は省略する。例えば、
kRij は単に Rij と書く。しかし、 Kaluza 計量以外の曲率テンソルや

Christoffel の記号については、省略は行わない。

まず、

Rïñ = kïikñjRij + k
ï0kñjR0j + k

ïikñ0Ri0 + k
ï0kñ0R00

である。これを使って、

Rkl の計算

Rkl = kkikljRij + k
k0kljR0j + k

kikl0Ri0 + k
k0kl0R00

これを、 (a) とする。

(a:1)

kkikljRij = G
kiGljRij

= GRkl+
1

2
GkiGljGpr(Ai

Grpfjr+Aj Grpfir)+
1

4
GkiGljAiAj(f

prfpr)

Ä1
2
GkiGljGprfipfjr

= GRkl +
1

2
ak Grpf lp +

1

2
al Grpfkp +

1

4
akal(fprfpr)Ä

1

2
fkrGljfjr

(a:2)

kk0kljR0j =
1

2
kk0GljGpr Grpfjr +

1

4
kk0GljAj(f

prfpr)

= Ä1
2
ak Grpf lp Ä

1

4
akal(fprfpr)

(a:3)

kkikl0Ri0 = Ä
1

2
al Grpfkp Ä

1

4
alak(fprfpr)

(a:4)

kk0kl0R00 =
1

4
akal(fprfpr)
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＜まとめ＞

次の項が打ち消し合う。

(a:1:2) + (a:2:1) = 0 ; (a:1:3) + (a:3:1) = 0

(a:3:2) + (a:4) = 0 ; (a:1:3) + (a:2:2) = 0

結果は、

Rkl = GRkl +
1

2
Gljfkrfrj

R0l の計算

R0l = k0ikljRij + k
00kljR0j + k

0ikl0Ri0 + k
00kl0R00

これを、 (b) とする。

(b:1)

k0ikljRij = ÄaiGlj GRij Ä
1

2
aiGljGpr(Ai

Grpfjr + Aj Grpfir)

Ä1
4
aiGljAiAj(f

prfpr) +
1

2
aiGljGprfipfjr

= ÄGlj GRijai Ä
1

2
aiAi

Grpf lp Ä
1

2
alAk

Grpfkp

Ä1
4
aiAia

l(fprfpr) +
1

2
aifipf

lp

(b:2)

k00kljR0j =
1

2
k00GljGpr Grpfjr +

1

4
k00al(fprfpr)

=
1

2
k00 Grpf lp +

1

4
k00al(fprfpr)

(b:3)

k0jkl0Rj0 =
1

2
k0jkl0Gpr Grpfjr +

1

4
k0jkl0Aj(f

prfpr)

=
1

2
Aka

l Grpfkp +
1

4
aiAia

l(fprfpr)

(b:4)

k00kl0R00 = Äk00al
1

4
(fprfpr)

＜まとめ＞
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次の項が打ち消し合う。

(b:1:4) + (b:3:2) = 0 ; (b:2:2) + (b:4) = 0 ; (b:1:3) + (b:3:1) = 0

(b:1:2) + (b:2:1)

= (Ä1
2
aiAi +

1

2
k00) Grpf lp =

1

2
Grpf lp

これらより、結果は

R0l = ÄGlj GRijai +
1

2
aifipf

lp +
1

2
Grpf lp

R00 の計算

R00 = k0ik0jRij + k
00k0jR0j + k

0ik00Ri0 + k
00k00R00

これを、 (c) とする。

(c:1)

k0ik0jRij = a
iaj GRij +

1

2
aiajGpr(Ai

Grpfjr + Aj Grpfir)

+
1

4
aiajAiAj(f

prfpr)Ä
1

2
aiajGprfipfjr

= aiaj GRij + a
iAiAk

Grpfkp

+
1

4
aiajAiAj(f

prfpr)Ä
1

2
aiajGprfipfjr

(c:2)

k00k0jR0j = Ä
1

2
k00ajGlk Grlfjk Ä

1

4
k00ajAj(f

prfpr)

(c:3)

k0jk00Rj0 = Ä
1

2
k00ajGlk Grlfjk Ä

1

4
k00ajAj(f

prfpr)

(c:4)

k00k00R00 = k
00k00

1

4
(fprfpr)

＜まとめ＞

(c:1:4) + (c:2:2) + (c:3:2) + (c:4) =
1

4
(fprfpr)

(c:2:1) + (c:3:1) = Ä(1 + aiAi)Ap Grlfpl
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これらから、

R00 = aiaj GRij +
1

4
(fprfpr)Ä

1

2
aiajGprfipfjr ÄAp Grlfpl

（終）

命題 6.11.5 Kaluza 計量 kïñ に関して、 Qïñ を

Qïñ = kRïñÄ 1
2
kRkïñ

と定義するとき、

QïiAï = Q
piAp +Q

0i =
1

2
Grpf ip (1)

Qij = GRij Ä 1
2
GRGij Ä 1

2
Gjrfrpf

ip +
1

8
Gijfprf

pr (2)

が成り立つ。

（証明） ai = GipAp とする。

QïiAï = Q
ijAj +Q

0i

において、

QijAj =
GRijAj +

1

2
GjrAjf

ipfpr Ä
1

2
GijAj

GR

+
1

8
GijAjf

prfpr

Q0i = kRi0 +
1

2
ai( GRÄ 1

4
fprfpr)

= ÄGip GRrpGrkAk +
1

2
arfrpf

ip +
1

2
Grpf ip

+
1

2
ai GRÄ 1

8
aifprfpr

これらより、 (1) を得る。 (2) は簡単なので省略する。（終）
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